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共振現象と固有モード解析 
－モーメント法における電流分布の固有モード解析－ 
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1. はじめに 

 
モーメント法(Method of Moments, Moment Method, MoM)解析[1]では普通、行列方程式で右辺

ベクトルを有する「励振問題」を解くが、どのようなモード（姿態）がどの周波数で共振するの

かを解析する「固有モード解析」を行う方法について考える。 
また、分野を電気・電子工学に限定せず、共振現象とは何かを行列表現により理解する。さら

に、励振問題の行列方程式を表現する行列を対角化して解を固有ベクトルの線形結合で表現する

ことにより、共振問題について、一般的に共振モードは振幅が大きいことを理解する。電気・機

械・建築・土木・航空・航空宇宙・音響・経済などの分野に共通する全ての共振現象の問題を行

列の対角化により、一般的に理解することを目的とする。 
 
2. 励振問題と固有モード解析 

 
2.1 普通の励振問題のモーメント法解析 

 
周波数を決めて(ωや k は固定)次の行列方程式を作り、 ][I ベクトルについて解く。 
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2.2 ω ( k )を固定した固有値解析 

 
][Z 行列は式(1)と同じものを用い(ωや k は固定)、とりあえず次の式を書いてみる。λも未知数

Reaction Matrix 
(known) 

Weighting Coeff. Vector 
(unknown) 

Excitation Vector 
(known) 
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で、スカラーλとベクトル ][I が未知数の固有値問題である。これはどのような意味を持つのだろ

うか？ 
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[考察] 
0=λ に対応する ][I は(これを 0][ =λI と書く)、その周波数での共振モードと言うことができる。

なぜならば、 
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となり、 0][ =λI は ][Z を左から作用させたら 0 になるベクトルであって、式(1)の解に 0][ =λI を何倍

して足しても、それはまた解となるからである。 
証明 1) 

sol][I を式(1)の解とすると、 ][]][[ sol VIZ = を満たす。 
ここで、 0sol ][][ =+ λIcI ( cは任意のスカラー)もまた式(1)の解であることを証明する。 
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よって、 0sol ][][ =+ λIcI は式(1)の解である。■ 

そもそも共振(resonance)とは何かと言うと、純粋な共振はこのような固有値 0=λ に対応する分

布で、このモード 0][ =λI を一度励振したら減衰することなく、永久に存在し続け、外部から同相

で励振したらその振幅は無限大にもなり得るものである。なぜならば、証明 1 で示したように、

どんなに大きな振幅の 0][ =λI の形も解になり得るし、励振を止めても( 0][ =V にしても)固有値

0=λ に対応する共振モードは減衰せずに存在し続けるからである。もし 0=λ でないならば、

励振しているときに存在したモードでも、励振を止めて時間が経つとそのモードは減衰し、つい

には 0 になってしまう。（その意味で、電気回路の共振回路で R が入っているときでも|I|が最大

になるときを共振と言うが、実際には R があると減衰するので、R が無いときに|I|が無限大に

なるときを共振といい、R があるときは「準共振」などと言う名前をつけて区別した方が誤解な

いと思う。） 
共振条件をもう一度明らかにしておくと、0 でない ][I に対して 
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が成り立つこと、つまり、 
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が成り立つことである( nZ λλλ L21)det( = である)。 

 
ここで、式(1)の ][Z を対角化して固有ベクトル(eigenvector)（これは、重み係数ベクトルとして

電流などの分布形状を表すとき固有モード関数(eigenmode function)などとも言われる）とその固

有値(eigenvalue)の意味について考察してみよう。列固有ベクトルを並べた行列 S と固有値が対

角要素の対角行列Λを用いて次のように分解（対角化）できる。 
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これを式(1)に代入すると、 
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ここで、 
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と固有モード展開する。固有モード展開することの意味は、「完備(complete)」で「直交

(orthogonal)」な基底で表し、各基底は ][Z で変換してもそのスカラー（固有値）倍にな

るだけである。 ia は電流ベクトルのモード i の基底関数の重み係数（展開係数）、 iv は励

振ベクトルのモード i の基底関数の重み係数である。 iv は固有ベクトルの直交性から、

式(7)の両辺に左側から
t

iu (右肩の t は転置[transpose]を表す)を作用させる（ベクトルの

内積を取る）と、 
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と求めることができる。 
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nuu ,,1 L は線形独立なので、 
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=  ( ni ,,1L= ) (9) 

よって、固有値 iλ の絶対値 iλ が小さなモードほど小さな電圧でも大きな電流が流れる。それは

励振状態にもより、 0=iv ならばもちろん励振されないが、一般にはアンテナを一点給電する場

合には式(8)から iv が 0 になることはまず無く、共振モード、つまり iλ が 0 に近いモードの電流

分布は非常に大きくなる。大きな電流が流れれば電磁界が強く放射されるので、アンテナの問題

では共振状態にしたいことが多い。 
それとは逆に、建築の分野では地震の共振周波数にビルの共振周波数が一致したら揺れが大きくなって

しまって危ないので、地震の波の周波数成分の統計データを調べ、地震に共振してビルが大きく揺れ、

変形が大きくなってビルが崩壊しないように地震の周波数成分とビルの共振周波数をわざとずらして

設計する。吊橋などでも、アメリカのタコマ橋は弱い風で共振し、崩壊する事故があった（励振するの

は直流の風ではなく、風が橋に当たって橋の風下側で発生するカルマン渦である）。それ以後、風の統
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計データをよく調べて、それにより発生するカルマン渦の周波数と吊橋の共振周波数が一致しないよう

に設計されるようになった。航空機やロケットなどその他の巨大建造物も同様に共振問題を考えて設計

されている。 
式(9)より、式(6)の基底関数の重みが求まったので、実はこれで式(1)を解いたことになる（普通

は式(1)の計算にはガウスの消去法を使うから、固有値問題を利用した解き方が効率悪いのは言う

までもないが）。 
最後になってしまったが、モード(mode)という用語について説明する。モードとは日本語では

姿態
し た い

と訳され、線状アンテナの MoM 解析では電流分布の形状を表す。電流分布の形状は固有値

問題の固有ベクトルに相当するが、固有値と固有ベクトルの組をモードと言うことがある。つま

り、上の説明では ),( ii uλ の組をモードと呼ぶのである。固有値の絶対値は共振の度合いを表し、

固有ベクトルはそのモードの分布形状を表すのである。 

式(9)を見てもう一度「共振」の定義をすると、 0=λ となるモードを共振モードと定義する。

しかし、実際には完全に 0=λ となることはなく、λには小さな実部 ]Re[λ が存在し(電気回路の

問題では抵抗により、アンテナの問題では放射による)、周波数によってあまり変化しない。一方、

虚部 ]Im[λ は周波数によって大きく変化し、 λ はほぼ ]Im[λ に等しい。従って、 λ が極小値を

取るとき、あるいは 0]Im[ =λ となるとき、そのモードの共振と定義する。このように共振の定

義は一意に定まっている訳ではないが、電気回路などの共振周波数の定義は後者のようにリアク

タンスが 0 となる周波数（そのとき、損失がある回路ではインピーダンスは純抵抗となる）で定

義されることが多い。 
 
2.3 ω ( k )を決定せず、固有値（共振周波数）として扱う固有値解析 

 
式(1)では左辺の ][Z 行列において周波数ωはある値に決めていたが、共振周波数を求める固有値

問題ではωを変数として扱う。そして、共振条件(式(3))のは次のようになる。 
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ここで、上の式は形式的に次のように式変形出来たとしてみよう。 
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ただし、 ][Z ′ にはωは含まれていないとする。上の表現はωと ][I が未知数であり、固

有値問題そのものである。ただし、式(10)において、ωは )]([ ωZ の中で線形に表れない



2004/10/13 page 6/24 

Tokyo Institute of Technology 

（自由空間のグリーン関数を用いたリアクションだから[3]）ので、式(10)は上の式のよ

うに簡単に表すことが出来ない。仕方ないので、式(10)を用いて共振モードがどの周波

数で現れるか探索するために、次のような数値的検索手法を用いる。 
 

[Step1] ωを「小さな値」に固定する。ここで、「小さな値」というのは、構造物が半波長以

下に収まる程度の周波数に設定することを意味する。 
[Step2] 式(10)ではなく、次の式の固有値問題を解く。 

    
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
IIZ λω)(  (11) 

ここで、ωは固定されているから未知数はスカラーλとベクトル ][I の固有値問題であ

る。 
[Step3] ][I の分布形状を見て着目するモードを選び（周波数を変えて )]([ ωZ 行列が変わっ

ても固有ベクトルの分布は変わらない）、各モードの固有値λを横軸ω、縦軸 λ のグラフ

にプロットしておく。 

[Step4] ωを少し大きくし、Step2～Step3 を繰り返し、ω - λ グラフを完成させる。 

 
 
 
 
 
 
 
 
 

[Step5] Step4 で完成したω - λ グラフでそれぞれのモードは 0≅λ となる周波数が１つあ

る。この周波数がそのモードの共振周波数である。 
 

ω  

λ  
1λ  2λ  3λ  

最低次共振 

Mode1 

Mode2 

Mode3 
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3. 線状ダイポールアンテナの固有モード解析例 

線状アンテナのモーメント法解析[3]で 2 節の考察を確認する。解析プログラムは Mathematica
で作成し、付録 A.1 に示す。 
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35 セグメントに分割して解析した例 
 
3.1 リアクション行列 

 
行列は対称行列になる。下は半端長ダイポールの解析例 
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3.2 モード関数 
ダイポールの長さが短い（半波長以下）のとき、 ][Z の固有ベクトル（電流分布）を固有値の絶

対値の小さい順に４つのモードを描くと下のような（直感的に得たかった）モード関数が得られ

る。どの周波数の ][Z 行列で（あるいはどんなダイポール長で）固有モードを計算しても、分布
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形状は同一のものが得られる（ただし、後で説明するようにそのモードの固有値は異なる）。 
 

Mode1 の電流分布 

 
Mode2 の電流分布 

 
Mode3 の電流分布 

 
Mode4 の電流分布 
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3.3 各モードの固有値の周波数（あるいはダイポール長）による変化 

 
Mode1( 1λ ) 
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Mode3( 3λ ) 
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Mode4( 4λ ) 
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4. 電気回路の共振回路の考察 

2 節の説明と 3 節の例は電気のアンテナの問題のみならず、行列の問題ならば全てに適用でき

る議論である。従って、これを良く理解すれば機械・建築・土木・航空・航空宇宙・音響・経済

など他の分野の共振現象も簡単に理解することができる。数学の線形代数の行列理論に基づいて   
「共振とは何か？」ということを一般に説明したが、この一般の議論は電気回路の共振回路など

で過去議論されていた他の問題も全て説明できる完全上位互換でなければ意味がない。そこで、

この節では 2,3 節の議論が電気回路の共振回路にも適用できることを確認する。 
 
4.1 LC 直列共振回路 

 

Cj
LjZ

ω
ω 1

+=  

VZI =  
上の方程式は 2 節の説明では行列であったが、ここではスカラーになっただけである。共振条件

は 
0=ZI  

であり、上の方程式はスカラーなので、0 でない I に対して上の方程式が成り立つためには 
0=Z  

でなければならない(この場合、Z はスカラーなので ZZ =)det( , 固有値= Z )。これを解くと 

01
=+

Cj
Lj

ω
ω  

LC
1

=ω  

と共振周波数が求まる。この共振条件の求め方は 2 節に沿っており、その結果は過去の電気回路

の共振回路で考察された事実に矛盾しない。 
 
[時間表現での解法] 
 

)()(1)( tvdtti
C

ti
dt
dL

t
=+ ∫  

励振が無いとき、 

0)(1)( =+ ∫
t

dtti
C

ti
dt
dL  

0)(1)(2

2

=+ ti
C

ti
dt
dL  
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0)(1
2

2

=⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
+ ti

Cdt
dL  

左辺の演算子(operator) 
Cdt

dL 1
2

2

+ を作用させて 0 になる 0 以外の )(ti を求める（微分方程式の

斉次方程式の解法）。 
teti λ=)(  

とおいて、 

012 =⎟
⎠
⎞

⎜
⎝
⎛ + te

C
L λλ  

LC
j

±=λ  

よって、 

)sin()cos()(
LC
tD

LC
tCBeAeti LC

tj
LC
tj

+=+=
−

 

行列という概念をより一般の演算子という概念に変えると、このように矛盾せず、共振という現

象の一般化ができる。 
 
4.2 RLC 直列共振回路 

Cj
LjRZ

ω
ω 1

++=  

VZI =  
共振条件は 

0=ZI  
0 でない I に対して上の方程式が成り立つためには 

0=Z  
でなければならない。しかし、これではωを実数の範囲で動かす場合には実部 R があるので、絶

対に上の式が満たされることはない。そこで、共振という現象を広義の意味に拡張し、「 Z が極

小値を取るとき」あるいは「 0]Im[ == XZ 」のとき共振であるなどと定義するのである。この

場合はどちらの広義の共振の定義を用いても 

LC
1

=ω  

となり、共振周波数が求まる。そして、このように完全に 0=ZI とならない場合には共振の鋭さ

Q ファクター(Quality Factor)が定義される。 



2004/10/13 page 13/24 

Tokyo Institute of Technology 

12

0

ωω
ω
−

=Q  

0=ZI のときは ∞=Q と考え、Qが大きいほど抵抗成分が小さくて 0=ZI に近い状態となり、

損失の小さい良好な共振状態であると言える。 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
式(9)にこの Q の概念を取り入れることもできる。 
振り子（ブランコ）の共振も微分方程式が同じ形になる[4]ので LCR 共振回路と同様に理解でき

る。 
 
4.3 LC 並列共振回路 

励振源が電流源の場合で、4.1 節で V, I が入れかわるだけである。 
 
4.4 RLC 並列共振回路 

励振源が電流源の場合で、4.2 節で V, I が入れかわるだけである。 
 
5. まとめ 

 
2 節では励振問題と固有値問題の関係について説明した。3 節では線状アンテナのモーメント法解

析において固有モード基底関数の生成法について説明した。4 節では 2 節の内容が電気回路の共

振回路の議論を拡張したものになっていることを確認した。数学の線形代数の行列理論に基づい

て「共振とは何か？」ということを一般に説明した。行列表現された現象全てに適用できる議論

なので、解析手法にも依らないところが美しいと思わないだろうか。 
なお IEEE Xplore[5]で”mode<and>moment method”で検索して後から気づいたことだが、こ

の議論とほとんど同じことは文献[6][7]で行われていた。閉じた構造物に対する電磁界のモーメン

ト法解析で共振が起こった場合には数値的に様々な問題が起こるが、これらについて述べた文献

[8][9]も興味深く、一読の価値がある。 
 
 

ω  

I  

0ω  1ω  2ω  

2/0I  

0I  
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A. 付録 

 
A.1 ダイポールの解析プログラム(Mathematica プログラム) 
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A.2 励振を止めたときのモードの減衰（まだ途中。考察不足。間違いあり。解けた方は教えてく

ださい） 

 
証明 2) 

0<t のときに励振されていた固有値λのモード λ][I が励振を 0=t で止めて各ポートを

開放したら、各モードの電流分布はどのように減衰するか考察する。励振をやめ、励振

ポートを開放した瞬間、励振ポートには電流が流れなくなるが、間隙（ギャップ）が狭

いのでコンデンサのように振舞うと仮定すると、各ポートの電圧を表現する電圧ベクト

ルは次のようになる。 

][][]][[][ 11 I
dt
dCQCV −− ==   （複素表現と時間表現を混ぜているからダメ！考察不足

だから、これ以降は信頼できない！） 
ここで、 ][ 1−C は各ポートの間隙容量の逆数を表現する行列である。これを式(1)に代入

すると、 

][][]][[ 1 I
dt
dCIZ −=  

]])[][([][ IZCI
dt
d

=  

今、簡単のために MoM 解析の分割を小さくし、全てのポートの間隙容量は等しく、

IC =][ (単位行列)とすると、 

]][[][ IZI
dt
d

=  (12) 

という連立微分方程式を解く問題となる。これは、行列の対角化の理論を用いると簡単

に解くことができる[2](pp.226-233)。 ][Z 行列を対角化してみよう。列固有ベクトルを

並べた行列 S と固有値が対角要素の対角行列Λを用いて次のように分解（対角化）でき

る。 

1

1

1

1
1

||

||

||

|| −

−

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=Λ=

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

n

n

nSSZ uuuu LOL

λ

λ
 (13) 

これを式(12)に代入すると、 

][][
1

JJ
dt
d

n ⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
=

λ

λ
O  (14) 

ここで、 
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][][ 1 ISJ −=  (15) 
である。さて、式(14)は成分(行)毎に独立しているので、簡単に解くことができる。 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

=
t

t

ne

e
J

λ

λ

M

1

][  

よって、式(15)より、 

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
++

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡
==

|

|

|

|
][][ 1

1
n

tt neeJSI uu λλ L  

固有値の実部 iiii j αβαλ =+= ]Re[]Re[ は線状アンテナのモーメント法解析[1][3]では

負になることは確認した。したがって、 iα が小さなモードほど時間が経つにつれてゆ

っくり減衰する。完全な共振モードでは 0=iα で時間が経っても減衰しない。 

 
 
 


