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0. はじめに 
スペクトル領域法(Spectral Domain Approach, SDA または Spectral Domain Method) [1]は

横方向に無限に広がった層状の構造、例えばマイクロストリップ線路、パッチアンテナ（マイク

ロストリップアンテナ）やガラス層を有するアンテナなどのモーメント法[2]解析のリアクション
を計算するのに非常に有効な手法である。本稿では、スペクトル領域法の概念を説明し、具体例

として導波管スロットアンテナの外部の半無限自由空間の磁流の自己リアクションのスペクトル

領域法を用いた計算法について説明する。 
 
1. 平面波 
 
1.1 非自明解を持つ条件(kの大きさ) 

電界または磁界はそれぞれ独立に次のヘルムホルツの方程式を満たす。 

02
0

2 =+∇ EE k     (in free space) (1) 

ここで、 
]/[)exp( mVj rkAE ⋅−=  (2) 

と仮定して式(1)に代入して、界となる条件を求めてみる。ここで、Aは場所の関数ではない定数

ベクトル, zyx kzkykx ˆˆˆ ++=k  (波数ベクトル), zzyyxx ˆˆˆ ++=r  (位置ベクトル)である。上の式

が非自明な解( 0≠E )になるためには次の条件を満たさなければならない（代入して簡単に確かめ
られる）。 
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222
0 yx kkk +< のときに j− とする理由は物理的意味を考え、 z+ 方向で増加せずに減衰するよう

にするためである（波源が z− 方向にあると仮定した場合）。また、極座標の角度を用いて平面波

の波数ベクトルを表すと次のようになる。 
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このようにして、式(1)の解を式(2)のように大胆に仮定し、 0k=k ならば式(1)の解になるという

結果を得た訳である。その他にも解は無いのだろうか？これは微分方程式論から、解の一意性が

保障されており、１つでも解が見つかれば他の解はあり得ないので、導き方に納得できないかも

しれないが、式(2)+ 条件 0k=k は確かに式(1)の唯一の解であることが保障されている。 

 
1.2 横波条件(k ) 

自由空間（波源、電荷なし）を考えているので、 0=⋅∇ E より 
0=⋅ Ek  
0=⋅ Ak  

を満たさなければならない。電界は進行方向成分を持たない。電界は横波である。 
 
1.3 磁界 

アンペアの法則 
HE 0ωµj−=×∇  

から平面波の磁界を計算すると、 

]/[ˆ1

0

mAk EH ×=
η

    ( ][
0

0
0 Ω=

ε
µη ) 

となる。 
 
1.1, 1.2, 1.3より kHE ,, は互いに直交している。電界も磁界も進行成分を持たない。よって電磁

波は横波である。 
 
2. 平面波スペクトル表現 

平面波 )exp( rk ⋅− j  (ここで、 zyx kzkykx ˆˆˆ ++=k , zzyyxx ˆˆˆ ++=r ) はヘルムホルツの方程式

E  

H  k
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の解であるから、そのいろいろな方向に伝播する平面波の重ね合わせもまた解である。 
また、完備性(Complete)から、いろいろな方向に伝搬する平面波の重ね合わせで任意の電磁界分
布を表現できる。これはある関数をテイラー展開したりフーリエ変換したりして、冪関数や三角

関数の和で表現できるのと同じである。ここでは、任意の電磁界分布を平面波の和に分解して電

磁界を解析する話をする。 
平面波 )exp( rk ⋅− j を重ね合わせた一般の表現は次のようになる。 

∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
⋅−= yxdkdkj )exp()()( rkkArE  (4) 

)(kA は平面波 )exp( rk ⋅− j の重み係数であり、 )(rE を平面波 )exp( rk ⋅− j でスペクトル分解する。

zk で重ね合わせをしない理由は、 zk は式(3)から yx kk , に従属だから yx kk , によって決まり、独立

に積分できないからである。 
また、自由空間を考えているので、1.2節の横波条件より )(kA は次の関係を満たす。 

0)( =⋅ kAk  

0)()()( =++ kkk zzyyxx AkAkAk  

zA は xA , yA と独立でないと考えると、 xA , yA のみ考えればよい。 

 
dz = で電界を測定したとすると 

{ }∫ ∫
∞

∞−

∞

∞−
−−−= yxyxzyx dkdkyjkxjkdjkkkdyx )exp()exp(),(),,( AE  (5) 

),,( dyxE は )exp(),( zjkkk zyx −A の２次元フーリエ変換と考えることができる（偶然にも都合良

くそうなっている。または、フーリエ変換しようとしたら )exp( yjkxjk yx −− が平面波という解釈

だったと考えても良い）から、未知重み係数 ),( yx kkA は式(5)を逆フーリエ変換すると求まる。 

∫ ∫
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このようにして、一度 ),,( dyxE から ),( yx kkA が求まれば、式(4)で任意の場所 ),,( zyx の電界が

計算可能である。 
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特に、 0=z で観測するときは 

∫ ∫
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−−= yxyxyx dkdkyjkxjkkkyx )exp(),()0,,( AE  

また、磁界は 
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で表される。 
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図 1 平面波スペクトル分解のイメージ 

図 1に平面波スペクトル分解のイメージを示す。 
 
遠方界は停留位相法[10](p. 922-926)を用いて次のように表すことができる[10](p. 625-629)。 

r
ekkjk

jkr

yxz
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= ),()(far ArE  (7) 

 
このように、任意の２次元分布をしている電界を平面波の和で表すというフーリエ変換の考え方

は電磁界の問題に限らず、現在いろいろな分野で使われている。例えば、最近デジタルカメラ（デ

ジカメ）が普及したが画像を保存するとき、BMP(Bitmap)形式で保存すると自然画は非常に多く
の色を含むのでファイルサイズが膨大となってしまう。そこで、自然画の保存に適した

JPEG(Joint Photographic Experts Group)という画像フォーマットがよく使われている。JPEG
では画像の色を値と見なして２次元フーリエ変換の問題に帰着させる。さらに画像は周期的に縦

横に無限に並んでいると仮定し、フーリエ級数の問題に直す。フーリエ級数はスペクトルが離散

になるため、コンピュータで扱いやすい。また、自然画はあまり急峻な変化をしないという性質
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があるので、高次のフーリエ係数は小さな値となり、それらをカットして画像を復元しても人間

には変化がわかりにくい。JPEGこうしてフーリエ係数を保存して画像を圧縮しているのである。
この原理がわかれば、高次の係数は消されてしまっているので、完全に元の画像は復元できない。

したがって、非可逆圧縮である。 
 
3. MoMのリアクションの計算法 
（この章はわかりにくかったら読み飛ばして次の章から読んでも構わない） 
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半無限自由空間のグリーン関数はイメージ理論により自由空間のときの２倍になっている。 
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f
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微小ダイポール波源が放射するフィールドを平面波スペクトル分解したときの波数 ),( yx kk 成分

という意味を持つ。 
「ダイアドのフーリエ変換とは何だ？」と思うかもしれないが、ダイアドは行列表現することが

できる。そして、行列のフーリエ変換というのは、各要素（スカラー）をフーリエ変換している

ものである。このことはm , fG を成分ごとに分けて考えてみるとわかる。 
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微小ダイポールが放射するフィールドを波数 ),( yx kk の平面波の重ね合わせで表現。

),,(~
soyx

f zzkk −G は平面波の重み（？） 
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ここで、 

∫ ∫
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であり、次のフーリエ変換対となっている。 
 

さて、ここで fG~ がどのような表現になるのか気になるかもしれないが、それについては 5 章で
説明する。 
 
4. MoMのリアクションの計算法（別解） 
3 章の考え方はトップダウン的（天下り的）な説明でわかりにくかったかもしれない。この章で
はボトムアップ的な説明をし、その意味を掴んでもらいたい。 

∫∫
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o ox y ooobjoai dydx)()( * rHrm  

（複素共役*は aim が実数だからあっても無くても同じだが、これからの式変形でより変形しやす

いから形式的に*を取っておく） 

アイデアとしてはこの放射されるフィールド )( obj rH と磁界流 )( oai rm を平面波スペクトルで書

き表す。ここでは、スロット磁流 )( oai rm 上の磁界 )( obj rH を 2章で説明した平面波スペクトルで
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表現してみよう。 
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積分の順序を入れ替えて、 
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{}内は都合良く{ }*)( oai rm のフーリエ変換になっている。 
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実は、上の式変形はフーリエ変換の公式として有名なパーセバルの等式（ヒルベルト空間におい

て、ピタゴラスの定理の無限次元バージョンと考えればよい）になっている。 
 
ここで、 

∫ ∫
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最後の表現に注目して欲しい。これは畳み込み(Convolution)の表現になっている。従って、その
フーリエ変換は各関数のフーリエ変換同士の積になる。 
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f
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従って、 
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3章と同じ表現が得られた。 
 
5. スペクトル領域のグリーン関数（Spatial領域のグリーン関数のフーリエ変換） 
m~ は式(10)からmが与えられれば計算できることがわかる。 fG~ も式(8)を式(9)に代入して計算す
れば計算できるのだが、式(8)を見るとベクトル微分演算子や re rjk /0− という複雑な関数を含み、
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それを積分しなければならないと思うと気が遠くなってきてやる気がしない。そこで、もう少し

戻って基礎から考え直してみよう。その方が実は簡単なのである。 
 
5.1 グリーン関数の意味 

まず、グリーン関数 fG とは物理的には一体どのようなものなのか考えてみる。 

∫∫ ⋅=
S ssso

f
o dS)();()( rMrrGrH  (12) 

というように、磁流から磁界を求めるのに使われる。 
さて、ここで â方向（大きさが 1の定数ベクトル）を向いた磁流微小ダイポールが ar に置かれて
いるとしよう。 

)(ˆ)( ass a rrrM −= δ  
そのとき、上の磁流が作る磁界は 

{ }
);(ˆ

)(ˆ);()(

ao
f

S sasso
f

o

a

dSa

rrG

rrrrGrH

⋅=

−⋅= ∫∫ δ
 

つまり、グリーン関数 fG と âの内積が â方向を向いた微小ダイポールの磁界を表すことになり、
グリーン関数 fG は微小ダイポールが作るフィールドであると言ってしまってもよい（厳密には

微小ダイポールの向き âにも依存し、内積を取らなければならないが）。余談になるが、他の分野

との関わりを見てみると、制御工学の理論では );( ao
f rrG はインパルス応答と見なすこともでき

る。 
 
さて、 

∫∫ −=
S ss dS)()()( rrrMrM δ  

とδ 関数との畳み込みで表現することもできる（畳み込みの定義を覚えていなくても、右辺を計
算すると、δ 関数の性質から確かに左辺に一致することが確認できる）。上の式の右辺について考
察すると、 )( srM というのは sr の位置で )( srM の向きと大きさを持つ微小ダイポールの重ね合わ

せと見なせる表現になっている。つまり、 )( srM は微小ダイポールの重ね合わせと見なして構わ

ない。すると式(12)微小ダイポールが放射するフィールドを重ね合わせているという見方もでき
る。再び、制御工学と関連した話をすると、インパルス応答がわかればどのような入力に対する

応答もわかるという定理がある。これと同じことで、微小ダイポールが放射するフィールドがわ

かればどのような波源が放射するフィールドもわかるのである。式(12)はそのことを物語ってい
る。そもそもグリーン(George Green, 1793-1841, イギリス)が考え出したグリーン関数というの
はそのようなことに使う概念であり「ある特殊な場合の解が求められれば、その知識だけで一般

の場合も解ける」方法を説明しているのである。また余談だが、グリーンはイギリスの工業都市

Nottingham で生まれ育ち、父親のパン屋・粉屋の後を継いで粉引きのおじさんだったのだが、
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独学で数学を勉強し、一人で歴史に残る偉大な論文[5]( [6] [7] [8]にも載っているらしい)を書き上
げた。その論文[5]は自費出版に近いものだったようである。しかし、グリーンが生きている間は
その偉大な業績はあまりに時代に先んじていたために評価されることはなかったようである[9]。
それ故、ベクトル解析のガウスの定理の名前になっているガウスは有名だが、グリーンは「グリ

ーンの定理」の名こそ有名だが偉大な業績に反して知名度は低い。改めてグリーンの偉大な業績

と努力に感謝したい。 
 
5.2 グリーン関数のテンソル表現 

テンソル（ベクトルのようなもの）表現に書き換えてみると、 

∫∫
⎥
⎥
⎥
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⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

⎥
⎥
⎥
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⎢
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⎢
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⎡

=
S s

z

y

x

zzzyzx

yzyyyx

xzxyxx

o dS
M
M
M

GGG
GGG
GGG

)(rH  (13) 

{ }
{ }
{ } ⎥

⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

++

++
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=
⎥
⎥
⎥

⎦

⎤

⎢
⎢
⎢

⎣

⎡

∫∫
∫∫
∫∫

S szzzyzyxzx

S szyzyyyxyx

S szxzyxyxxx

z

y

x

dSMGMGMG

dSMGMGMG

dSMGMGMG

H
H
H

 (14) 

となる（3×3の行列と 3×1の行列[ベクトル]を掛けて、演算結果は 3×1の行列、つまり 3次元
ベクトルになっている！）。言わば、式(12)のダイアディックの表現は抽象的な「演算子」を表す
一般的な概念の記述法だった。しかし、式(13)のようにテンソル表現で具体的に書き表しても一
般性を失わない。 
 

x+ 向きに置かれた微小磁流ダイポールが作る磁界とグリーン関数（テンソル要素）の関係 
微小磁流ダイポールが ssss zzyyxx ′+′+′=′ ˆˆˆr に置かれているとする。 

)()()(ˆ sss zzyyxxx ′−′−′−= δδδM  
つまり、 

)()()( sssx zzyyxxM ′−′−′−= δδδ , 0=yM , 0=zM  

であるから、式(14)より、 

{ }
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H
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rr
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δδδ
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となる。 
同様にして、 

y+ 向きに置かれた微小磁流ダイポールが作る磁界とグリーン関数（テンソル要素）の関係 
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z+ 向きに置かれた微小磁流ダイポールが作る磁界とグリーン関数（テンソル要素）の関係 
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5.3 スペクトル領域のグリーン関数の導出 

さて、5.1 節の考察から式(8)のグリーン関数 fG は微小ダイポールの向き âとの内積を取る
( fa G⋅ˆ )と微小ダイポールが作る磁界そのものであることがわかった。つまり、 fG は電気形ベク

トルポテンシャル[10](pp.117-121) 

∫∫ −
−−

=
S s

so

sos
so dS

jk
rr

rrrM
rrF

π
ε

2
)exp()(

);( 00  (15) 

を用いて（今、半無限自由空間を考えているから自由空間の 2倍にしている）、計算される磁界 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡
⋅∇∇+−=⋅∇∇−−= )(1)(1

2
000

FFFFH
k

jjj ω
εωµ

ω  

と関係している。 
さて、スペクトル領域のグリーン関数を求めるときに知りたかったのはGのフーリエ変換である。
また、5.2節で特殊な波源（微小ダイポール）を考えたらGとHは一致することを示したので、H
のフーリエ変換を計算しておく。 

⎥
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j ˆˆˆˆˆˆ1

2
0

ω  

である。両辺を yx, に関してフーリエ変換すると（１方向のみのフーリエ変換は A.1参照）、 

⎥
⎦

⎤
⎢
⎣

⎡

⎭
⎬
⎫

⎩
⎨
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⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+−−⎟

⎠
⎞

⎜
⎝
⎛

∂
∂+−−+−= FFH ~ˆˆˆˆˆˆ1~~

2
0 z

zyjkxjk
z

zyjkxjk
k

j yxyxω  (16) 

 

5.3.1 xG* の計算 

今、 x方向を向いた微小ダイポールが ),,( sss zyx に置かれているとする。つまり、 
)()()(ˆ)(ˆ)( sosososoo zzyyxxxx −−−=−= δδδδ rrrM  
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とする。このMが放射する磁界は 5.2節から xxG そのものとなる。 

さて、これからこのMが放射する磁界を求めよう。まず、Fを求めてからHを求めるのが楽で
ある。Fを求めるには式(15)を用いても良いのだが、別の求め方もある。Fは一般に次のヘルム
ホルツの波動方程式を満たす。 

MFF 0
2

0
2 ε−=+∇ k  (17) 

ここで、 2∇ はベクトルラプラシアンであり、 )()(2 AAA ⋅∇∇+×∇×−∇=∇ で定義される。カ

ルテシアン座標では 2

2

2

2

2

2
2

zyx ∂
∂+

∂
∂+

∂
∂=∇ となる。 

今の場合を式(17)に当てはめてFが満たすべき方程式を求めると、 

{ })()()(ˆ0
2
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2
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zzyyxxxk
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⎠
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⎛

∂
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∂
∂+

∂
∂ δδδεFF  (18) 

となる。この式を解いてFを求めても式(15)を用いて求めるのと全く同じ結果となる。しかし、
式(15)でFを求めるのは簡単なので、この表現で求める意味がない。しかし、スペクトル領域の
表現F~を求めるにはこの微分方程式を解く方が楽であり、威力を発揮する。式(18)の両辺をフー
リエ変換しよう。4章最後の議論により、両辺を so xx − , so yy − でフーリエ変換することに注意

する。 
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であるから、 
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成分ごとに書くと、 
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となる。 
これは zに関する定数係数微分方程式であり、解くのは簡単である。 
 

xF~ の方程式に関して： 

まず斉次方程式を解く( szz = 以外の場所で成り立っている)。 

zz
x BeAeF γγ −+=~  

物理的意味を考え、波源は szz = にしかないから szz < では z− 方向に進む波、 szz ≥ では z+ 方

向に進む波しか存在しない（波動関数の性質を考えて）。 

⎩
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x zzBe
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γ

 

次に、 xF~ は szz = で連続にならなければならないので( Hが波源の無い場所で連続になる必要が

あるから)、 

x
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=  
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よって、 
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次に、ヘルムホルツの波動方程式の両辺を zzzzz ss ∆+→∆−= で積分する。これは z∆ が小さく

ても成り立たなければならないので、 
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左辺２項目は xF~ の szz = での連続性から 0になる。 
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よって、 
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yF~ , zF~ の方程式に関して： 

xF~ の導出と同じであり、計算過程を見ると、右辺が 0なので結局 

0~~ == zy FF  

となることがわかる。 
 
式(16)より、今の場合は 
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よって 5.2節の関係より、 
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他の成分に関して： 

yzyyyx GGG ~,~,~
は y+ 方向を向く単位微小磁流ダイポールを考え、 zzzyzx GGG ~,~,~

は z+ 方向を向く単

位微小磁流ダイポールを考えると同様に計算できる。 
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6. フィールドが x方向に周期的な場合 
 
6.1 周期関数のフーリエ変換とは？ 

 
フーリエ変換の表現を求める際、多くの教科書では周期関数を表現する複素フーリエ級数の周期

を無限大にして孤立波形に近づけて導く。その逆である、一般の孤立波形から周期波形のフーリ

エ級数を導く方法はあまり教科書に載っていないので、ここではフーリエ変換の式からフーリエ

級数を導く方法を説明する。 
 

[複素フーリエ級数] 
)(tf を周期T の周期波形とすると、次の複素フーリエ級数の関係が成り立つ。 
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ここで、 
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ここで、あえて )(tf は周期関数ではないかもしれないと思って )(tf のフーリエ変換を求めてみる。 
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（ここで、 )(tf はやっぱり周期波形であるとして )(tf の複素フーリエ級数の表現を代入

する） 
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この )(ωF を逆フーリエ変換して )(tf を再構成しよう。 
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たしかに複素フーリエ級数と一致し、積分表現を和の表現に変換することができた。このように

複素フーリエ級数 nc を用いて )(ωF を表現し、 ∫をΣの表現にできる。 

 
6.2 電磁界の問題に対応させる 
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において、mが x方向に周期 xp の周期関数だとする。今、 

∫ ∫
∞

−∞=

∞

−∞=

−−=
x y

yx

k k yx
yjkxjk

yx dkdkeekkyx ),(~
)2(

1),( 2 mm
π

 

で表されているが、 

x
xjk

k

k

k y
yjk

yx dkedkekkyx x

x

xx

y

y −∞

−∞=

=

∞

−∞=

−∫ ∫ ⎥⎦
⎤

⎢⎣
⎡=

)(

),(~
2
1

2
1),(

m

mm
)

ππ
 

)()(
2
1 xdkek xk x

xjk
xx

x

x mm == ∫
∞

−∞=

−)

π
 

∫
∞

−∞=
=

x

xjk
xxx dxexk x)()( mm)  

と表現し、6.1節の議論を適用する。 

[複素フーリエ級数] 
)(tf を周期T の周期波形とすると、次の複素フーリエ級数の関係が成り立つ。 
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ここで、 

T
πω 2

0 =  

xだけの関数 

と見なした表現 
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（mは本当は周期関数だが、周期でなく、孤立表現を用いると積分区間を無限
にしてもよい） 
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この関係を用いると、 
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・・・続く。 
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A. 付録 
 
A.1 S2DS 

5.3節では２次元フーリエ変換を行い、１次元構造の解析のために平面波の和として電磁界を表現
したが、ここでは１次元フーリエ変換を行い[11]、２次元構造の解析のために円筒波の和として
電磁界を表現する。 
5.3節の式(16)をフーリエ変換からやり直す。 z方向にフーリエ変換すると、 
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A.1.1 xG* の計算 

5.3.1節の計算と同様に進め、 
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を利用して式(18)の両辺を so zz − でフーリエ変換する。 
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ここで、 
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なので、 
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成分ごとに書くと、 
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となる。 



スペクトル領域法によるMoMリアクションの計算 page 21 / 24 

Tokyo Institute of Technology 

ここで、 
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であり、 so xxx −= , so yyy −= とすると、 

 
円筒座標系で表現する( 0/ =∂∂ ϕ を仮定)と、 
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ここで、ベッセルの微分方程式 
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の解はベッセル関数 νJ とノイマン関数 νN (あるいは νY ) 
)()()( zBYzAJzu νν +=  

または Hankel関数 

)()()()1( zjYzJzH ννν += , )()()()2( zjYzJzH ννν −=  

を用いて、 

)()()( )2()1( zBHzAHzu νν +=  

と表される。 

両辺を ρk で割ると、 
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ここで、 
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はベッセルの微分方程式で 0=ν としたものに等しい。したがって、 

)()(~ )2(
0

)1(
0 ρρ ρρ kBHkAHF +=  

)()1(
0 ρρkH は中心に向かって進行する円筒波なので、 0=A とする。 
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微分、その他の公式( Rは )2)(1(,, HNJ を代表する) 
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【極限値の証明】 [12, p.161]の Lommelの公式 
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[12, p.145] の級数表現より、ベッセル関数の最小オーダは 
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yF~ , zF~ も同様に求める。 xF~ の導出と同じであり、計算過程を見ると、右辺が 0なので結局 
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0~~ == zy FF  

となる。 
よって、式(19)より、磁流源 )()()(ˆ sososo zzyyxxx −−− δδδ が作る磁界は、 
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よって 5.2節の関係より、 
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他の成分に関して： 

yzyyyx GGG ~,~,~
は y+ 方向を向く単位微小磁流ダイポールを考え、 zzzyzx GGG ~,~,~

は z+ 方向を向く単

位微小磁流ダイポールを考えると同様に計算できる。 
 
 
 
 


